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INTRODUCCION

Si por ladmina entendemos cualquier elemento estructural que es superficial y
posee curvatura, cabrfa hacer matizaciones respecto a su espesor.

Se suele entender como l4mina aquellos elementos superficiales que poseen un

radio de curvatura al menos diez veces mayor que el espesor de la misma, y
que salvan distancias entre apoyos tambi&n al menos diez veces mayores que
dicho espesor. Estas Gltimas consideraciones nos descartan las estructuras
que no son propiamente superficiales, y las que para analizarlas habrfa que
considerar elementos cfibicos, con esfuerzos Y tensiones en las tres direccio-
nes del espacio.

En general las lédminas poseen los esfuerzos (cinco para cada una de las direc-
ciones que se consideran) que se indican en la figura: tangenciales (ny Y Nyx)
cortantes (Vy y Vy), momentos flectores (My y My), momentos torsores (Ty y Ty)
y axiles (N, y NY)‘

Si la 1l4mina es delgadfsima (de espesor despreciable respecto a sus dimensio-
nes y su radio de curvatura) se le suele llamar MEMBRANA, y se considera que
esti desprovista de rigidez a torsién Y a flexibn, con lo que s6lo posee es-
fuerzos en el plano tangente (Nx, Ny vy ny=Nyx ~iguales por equilibrio local de mo-
mentos en el plano tangente-).

Las membranas serdn el objeto de nuestro estudio.

Las membranas, al estar desprovistas de momentos flectores Yy torsores y de esfuerzos cortan-
tes, poseen tensiones uniformemente repartidas en el espesor de la membrana.

Para calcular los esfuerzos de las membranas, bastan las condiciones de equilibrio, por lo
que el problema es estdticamente determinado (internamente). En el caso de las losas curvas
(1dminas con flexiones), el problema es hiperestdtico, y el problema es mucho mis complica-
do; sin embargo en la resolucidn de losas curvas pueden utilizarse con buena aproximacidén
los resultados obtenidos para las membranas, teniendo en cuenta por separado las acciones en
el contorno.

Las membranas (liminas sin flexiones) proporcionan los esfuerzos necesarios para el equili-
brio mediante su propia forma, mediante su propia curvatura. Si la membrana no tiene una for
ma tal que sea compatible con las fuerzas exteriores (imaginemos que no posee curvatura Y se
le aplican esfuerzos normales a su plano), el equilibrio no es posible (aparecerian flexio-
nes que, al no ser resistidas por la ausencia de rigidez, producirian deformaciones muy al-
tas hasta que se alcanzara otra forma adecuada para la resistencia, o bien, la rotura).

Quizds un ejemplo muy claro a la hora de hablar de membranas sea la estructura exterior de
un huevo,y por supuesto, cualquier tipo de tela.
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MEMBRANAS DE REVOLUCION

Son las generadas por el giro de una lfnea cualquiera alrededor de un eje.
Geométricamente se les puede dividir en paralelos y meridianos.

Si se supone el eje vertical, los meridianos pasan por &l dividiendo la membrana en dos
partes iguales (meridiano significa por el medio); los paralelos son paralelos al Ecuador
o circulo miximo horizontal.

Cualquier punto de la membrana puede ser ficilmente determinado en coorde-
nadas polares, mediante el radio vector, la longitud y la latitud.
Un elemento superficial de la membrana poseerd los esfuerzos Ng, NY"qY9

Estos esfuerzos poseen unidades de fuerza dividida por unidad de longitud.
Debido a la distribucién uniforme de tensiones en el espesor de la membra-
na, bastarfa dividir estos esfuerzos por el espesor de la mambrana para
obtener las correspondientes tensiones normales Y tangenciales.

ECUACION GENERAL DE MEMBRANAS DE REVOLUCION CARGADAS CON SIMETRIA RADIAL

Si la carga es simétrica respecto al eje de revolucién, meridianos y para-
lelos se constituyen localmente en direcciones principales y no existen
(para cortes dados segfin esas direcciones) tensiones tangenciales (N,9=0).
Esto es ficil de intuir al pensar que, si hay simetria respecto al eje de
revolucibn, tanto geométrica como de cargas, cualquier gajo entre dos meri-
dianos que aislemos tiene gque comportarse del mismo modo que el contiguo,
sin transmitirse por consiguiente tensiones tangenciales, que variarfan los

esfuerzos Ng de un gajo a otro.

Llamando RT = Radio de curvatura segfin el paralelo
Re = Radio de curvatura segln el meridiano

las dimensiones del elemento superficial que aislamos para considerar el e-~
quilibrio tendrfa las dimensiones siguientes:

ASp= Ry.senB. &y 2S¢ * Re- L9
Dicho elemento superficial estari solicitado por una fuerza exterior (que
necesariamente ‘'apuntar&' hacia el eje de revolucibn, por la condicifn de
simetrfa de cargas enunciada) que tiene una componente normal 2z de presi6n
(fuerza por unidad de superficie).
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En la figura adjunta se representa el elemento diferencial solicitado por to-

das las fuerzas que sobre &l actfian (la fuerza exterior Y los productos de

los esfuerzos por la longitud del borde donde est&n aplicados).

La longitud ":5\' se diferencia de LS, en un infinité&simo de segundo orden, por

lo que prescindiremos de dicha diferencia.

La componente tangencial de la fuerza inclinada exterior actuante es resis-

tida por la fuerza -‘-';No-de-

Considerando el equilibrio segin la normal al elemento (direccibn de Z), los

esfuerzos dirigidos segfin meridianos aportan una componente normal que vale
Ng - L3y - 46

andlogamente, los esfuerzos segfin paralelos aportarian N’f‘ JlSp-.Al\o

fuerza que, al estar dirigida segfin la normal al eje de revolucibn, en sen-

tido horizontal, habrfa que proyectar sobre la normal a la superficie multi-

plicando por Sm® .

Con lo que nos queda NO&SQ&9 + N‘f.&soj\(.su.? = 7 .0.5.( dsg

sustituyendo 359 y Ale Por sus valores

No -Rigsemd %54 + Ny RG%}{MQ = & Ry WG%KO%

criterio de signos: si 2 es hacia afuera (+)
Ng ¥y Ny son tracciones (+), (o wna es+)

tras simplificar

Para obtener la otra écuacidn de equilibrio, suficiente para resolver las
dos inc6gnitas, consideraremos el equilibrio al cortar toda la superficie
por un paralelo.

La componente vertical @ suma de todas las fuerzas actuantes por encima del
paralelo por el que cortamos, es equilibrada por los esfuerzos Ne, por tanto

Ng - sem O . ZTlelrﬂMO' = Q
Q

Ng = criterio de signos: si Q es hacia arriba (+)
21 “Y sl @ Ng es traccidn (+).

Vemos que el problema es estSticamente determinado. Bastarfa obtener en pri-
mer lugar Ng directamente en la segunda ecuacibn y después sustituir su va-
lor en la primera obteniendo N‘; .



ENLACES QUF MO PRODUCEN DISCONTINUIDAD
EN EL REGIMEN DE MREMBRANA.

k4 ¥

Apoyo articulado y deslizante sobre una base
coaxil con la membrana y que la corta normal-
mente. -

Apoyo constituido por tirantes perpendicula-

res dirigidos seqiin las tangentes a los meri-
dianos.

CONDICIONES DE BORDE

Los esfuerzos de membrana que hemos obtenido hasta ahora constituyen el 1lla-
mado régimen de membrana, y subsisten en todo punto de la superficie. Dicho
régimen permite la validez de las expresiones obtenidas (y las que obtendre-
mos para cualquier membrana) independientemente del trozo que constiuya la
membrana, es decir, indepedientemente de la forma y tamano del borde.

Ahora bien, para que el ré&gimen de membrana sea vdlido, en el borde deben
subsistir las mismas condiciones que habrfa si allf continuase la membrana
ilimitadamente . Esto implica que en el contorno (en el cual se incluye na-
turalmente los apoyos) no pueden aplicarse reacciones con componentes norma-
les a la superficie (que provocarfan esfuerzos cortantes) ni momentos respec-
to a la tangente en el contorno (que provocarfan flexiones ante las cuales la
membrana no posee rigidez).

En la mayorfa de los casos reales, o bien se realiza el enlace adecuado en el
contorno, de manera que mantenga la continuidad de los esfuerzos de la mem-
brana, o bien, se acude a un considerable aumento de seccibn de manera que

se resistan localmente las alteraciones al régimen de la membrana.

De todos modos, si se producen alteraciones en el borde, puede segulr consi-
derdndose el régimen de membrana hasta pequenias distancias del contorno, ya
que dichas alteraciones se amortiguan répidamente, y s6lo se tienen en cuen-
ta separadamente, como solicitaciones locales.

DEPOSITO CILINDRICO LLENO DE AGUA

Al margen de otras solicitaciones, consideraremos el depdsito sometido a su peso propio y al
empuje hidrostdtico del aqua.

Las condiciones geométricas son Re= R Rg= 00 [sw tRvarura) = 90° (seneke)
por lo gue Q v
= A N s
o= SR <P (2 P ®esiou mpamaL 4 (4 SYNRFGE )
prro  Q==2MR.e.y.h P2 B h
L’ﬂ& 3
feme ¢ SECR L 4 to foan
E3rEsor
Ng :-e.x- h Ne .
R
tofm. . m,

Ambas expresiones nos proporcionan los esfuerzos de compresidn verticales debidos al peso

propio del depdsito (Ng ) y los esfuerzos de traccidn en cada anillo horizontal (Np ) de-

bidos al empuje del agua; ambos en funcién de la altura (por encima de la seccién conside-
rada) del depdsito.

Si en la base no existe libre deformacién (es el caso de casi todos los depbsitos), existe
una perturbacidn, con la aparicidn de flexiones en las paredes, en la cercania de la base.



GLOBO ESFERICO SOMETIDO AL EMPUJE INTERIOR DE UN GAS

Como en el caso anterior, al ser el empuje del gas una presidn hidrostitica, toda la super-

TENSOR. ficie estdsometida a una presién normal Z= p constante en todas las direcciones.

LM Las condiciones geométricas son R = R.‘n R
Por simetria en este caso serd Ne = Np

x por lo que basta expresar
de donde se deduce "\‘11—9"' Ne - P
T R
Ng: Ny PR

etcuo ¥ 2.

by meur - : . cx
que nos da los esfuerzos de traccifn del globo en cualquier direccién (ya que el tensor de
tensiones es eliptico, se reduce a un punto, y todas son direcciones principales).
CUPULA DELGADA ESFERICA BAJO LA ACCION DE SU PESO PROPIO
Como ya hemos indicado antes, si la ciipula es lo suficientemente delgada, carece de momentos

T flectores y podemos calcularla como una membrana.
Al ser una esfera es constante el radio de curvatura R9=R‘f = R .
3] - Empezando por la segunda ecuacién de equilibrio, el peso de la parte superior existente enci
ma de un plano horizontal cualquiera es Q- A.e.¥
TENBIR EuTICO L Loeso especmico
€aPesor,
° N AREA D€ O foan BURRAOR
T A=S ZnRsm®. ds = [‘ZnR‘ws] = 2m1‘[1-m9) = 2R 4§
0
T, (—.D__) g o L? g'm
con ello deducimos que znR?
\-esBley =
=z - ( ) - - Rey %% . _ Rey siempre es
TuESS.  Wipmgouico ZNR se.lp i- a%0 1+©® | compresién

Por otro lado, el peso por unidad de superficie es we
Y su componente normal es Zz~¥. @@

aplicando la primera ecuacidn de equilibrio se obtiene, tras sustituir el valor hallado de

ﬂ?... EL:—XL&,G R +l"_r;:-a-e<n9 "
R R HenB R

este esfuerzo se hace nulo cuando lo es el paréntesis, es decir

Neso aawde —'_ . % W 020400120 u wg. ~I2VE _ _ 0B [0:5153"
| +oo® F3 ‘\7‘{3

Para &ngulos menores de este valor (clpulas rebajadas), todo son compresiones; cuando se so-
brepasa este angulo, los esfuerzos en los paralelos son de traccidn.

Curiosamente esto parecia ser yYa conocido en la antigliedad (el Pantedn de Roma, por ejemplo,
empieza a aumentar de seccidn al llegar a este &ngulo) debido a que viene a coincidir el va-
lor del cos® con el de la 'proporcién arménica’, resultado de despejar a/b de la igualdad
b/a = (at+b)/b, de donde se obtiene a/b= (V5 - 1)/2. Esta proporcién entre el radio de la esfe
ra y la distancia del centro de trazado a la base de la ciipula (o sea el cos@) viene a indi
car la 'proporcidn buena', la que permite el miximo peralte sin que aparezcan tracciones en
el material de la cipula (normalmente nada apto para resistirlas, como viene a demostrar el
que casi todas las cfipulas que superan este peralte estén abiertas, salvo que estén zuncha-
das de algin modo).

Para el vértice de la clipula (6:0) el tensor de tensiones es eliptico, es decir, es un pun-
to singular donde paralelos y meridianos se confunden; para 9:=9° el tensor es hiperbélico.
Para 9:/%"las tensiones son infinitas (16gicamente, la acumulacién del peso de toda la super-
ficie habria de ser resistida en un solo punto.

MERDIANOS PALLEOS
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CUPULA DELGADA ESFERICA SOMETIDA A LA ACCION DE LA NIEVE

La sobrecarga de nieve es constante (q) por unidad de superficie horizontal o de proyec-
cidn. Debido a que, l6gicamente, s8lo actfia sobre la mitad superior de la ciipula, habri cue
distinguir entre lamitad superior (0<O <€ 90°) y la mitad inferior (90%9<180°) .

Empezamos como en el caso anterior con la segunda ecuacién de equilibrio

Mrad  SureRioR Wb IWFERIOR :

Q= — q-m (Rmﬁ\z Q= —9.m-R*

Ng: - 3nR%sele  Tgu ._AnR®  qg
T L %R Np: - 21 = 2
21R senlg 2 2nkseslg L6

vemos que en la mitad superior los esfuerzos segiin los meridianos son constantes y de compre
sién, mientras que en la mitad inferior son también de compresidn crecientes hacia abajo,
hasta alcanzar el valor infinito en el vértice inferior (€= 180°) .

Considerando ahora la componente normal de la presidn de la nieve sobre la silpula y aplican-
do la primera ecuacidn de equilibrio obtenemos

NiT8)  SufERWOR : Hond  (nFERvoR :
2:-9u'6
No, Nf . _qeilp
(4 R

N___ 29 1
_éf_ 9 & +Z

NY: 1{%(%—%19):— a’z @—,ZQ{

En la mitad superior, los esfuerzos en los paralelos son de compresién arriba, cambian de
signo en © = 45°(donde son nulos) y siguen de traccidn en toda la mitad inferior creciendo
hasta el valor infinito en el vértice inferior.

koY

EJEMPLO NUMERICO DE CUPULA ESFERICA

Para darnos una idea de la idoneidad de las superficies de doble curvatura a la hora de re-
sistir cargas verticales, veamos un ejemplo numérico, constituido por una ciipula esférica

de 7 m. de radio, rebajada justo hasta su ‘proporcién arménica'; de 12 cm. de espesor (supon
gamos que es de ladrillo, de doble tablero de rasilla antigua, con un peso especifico de

1,8 to/m3.), sometida a su pPropio peso y a una sobrecarga de nieve de 0,1 to/ m2,

feso  Mofio : NEVE:
ERTICE  SuPvRuiR, VBRICE
v No:Npz ~ ReX . _H.012.13 sumzwll_ GR _ _01-F
6> Ny 2 2 NosNg*~ 5 =77,
==0,356 ta/um 2 ~035to/im

ConYORND Nyzo
U ker | ~ 0233 tu/un TR Ng = - 0,35t/

MO - 4R '> - +
L pZ Z.Slj} = 0083 o,
! NY. - "2( g /

D23
En la figura se dan los valores suma y las tensiones que suponen al dividir estos esfuerzos
por el espesor de la clipula. Vemos como son tensiones muy Pequenas.
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CONO DELGADO SOMETIDO A LA ACCION DE SU PESO PROPIO
El peso del cono situado por encima de una seccién genérica de radio r vendri dado por el
producto del drea del cono situada encima por el espesor y por el peso especifico del mate-
rial RL-v2

Q- ~v.e &)

« B

por ello, con la segunda ecuacién de equilibrio obtenemos los esfuerzos segin las generatri-
ces (meridianos) del cono

Ng = a - siempre compresiones
ZTlfi?jﬂ“ie
5énn9
y como
Z:z¥¢ »b obtenemos por la primera ecuacidn de equilibrio
N = XX -
/? ” = ¢ wb " Nf = Tap | Siempre traccién.
Y /5tm

g
DEPOSITO CONICO LLENO DE AGUA

El peso propio del depdsito es el caso anterior; prescindiendo en este momento del mismo Y
considerando solamente la accién del peso del agua, tenemos

:-%TI Yacua (RZH— Y'zh) + T a4 rz(H'l‘) % N *3-9 (%“_ "'Z";é - TZR)
—_—

CrbwpR,
TRnCO DE (OO o

ya que sbélo hemos de considerar el peso de agua por encima de la seccifn considerada que

se apoya sobre la membrana que constituye el depdsito (el cilindro cuyo volumen se descuenta
se “apoya" en el agua situada inmediatamente debajo, que cargard a su vez sobre zonas infe-
riores de la membrana).

Por tanto, el esfuerzo que se obtiene para laﬁ_gggerqgrices es

N+ —2 . rur_(?"’+_f_‘-ﬁ)
* - or compresiones
2N v smb wh Ler 2 z P

y como
22 g (H-y.) =1 Vgm *ze(e-rj

obtenemos para los paralelos

v (R-v)
w6

tracciones

BJY= Tty

Este segundo valor se corresponde con una pardbola con el miximo en el punto medio de la al-
tura del depSsito, y con valores nulos en la base y en la superficie del agua.

Tanto en el caso del peso propio como en el caso de la accidn del peso del agua, los valores
de los esfuerzos segiin las generatrices o meridianos parten de cero en la zona superior para
hacerse infinito en el vértice del cono (los valores presentan una asintota en ese punto) .
Este punto aparece como una zona singular donde hay que aumentar de grosor el depdsito para
que sean resistidos los esfuerzos; en efecto, la consideracidn tedrica de que el cono termina
en un punto de dimensiones nulas hace que allf aparezcan como consecuencia tensiones infini-
tas que hacen inviable la resistencia.
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CAPITEL CONICO HUECO

Si es Q la fuerza que carga sobre el capitel, los esfuerzos que aparecen segiin las genera-
trices o meridianos son
-Q -Q

Ng = = compresiones
® 27 Ry 20 2NY s

valor que tambi&n se hace infinito cuando r=0 , donde hay que aumentar necesariamente el
espesor. .

Aplicando la primera ecuacidn de equilibrio y puesto que no existe carga normal a la su-
perficie de la membrana (sdlo estamos considerando la accién de Q)

N 4+ -NY— =0 no existen esfuerzos segin paralelos
° /o ®
e

este estado de tensiones de la membrana se llama "distribucién radial simple”, cuya re-
presentacién en el circulo de Mohr puede verse en la figura.

Como condici6én de borde en la arista superior haria falta un anillo a traccidn que pro-
porcione las componentes horizontales necesarias para que los esfuerzos Ng equilibren a
la carga Q; dichas componentes horizontales (que también las podria aportar una placa
de apoyo sobre las que asienten las cargas) valen por unidad de longitud

/‘

_ w0 = Q2

Ne =@ = >r 4o

que suponen una traccidn en la circunferencia superior (si son resistidas con el anillc
citado) de valor

= =Ng.w8.R « 2 4
F Ng. w8 .R Zni B
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ACCION HORIZONTAL SOBRE UNA MEMBRANA DE REVOLUCTON

Expondremos aquf un método sencillo para la obtencién de los esfuerzos cue
produce una accibén horizontal (viento, por ej.) sobre una membrana de revo-
lucién, basado en la consideracién de que cada paralelo constituye una sec-
cibn resistente circular sobre 1la que actfia globalmente un cortante W (re-
sultante de la accién horizontal) y un momento flector W.d (resultante ce
la acci6n horizontal del viento por la distancia entre dicha resultante y
la seccién considerada). El cilculo se realiza como en cualquier secciér en
la que dichas solicitaciones producen tensiones normales (que conveniente-
mente proyectadas constituyen Ng) y tensiones tangenciales (qu).

El momento de inercia de la seccidn circu“]’.zar es -
L] 2 3 2z 3Y - Lse2 = 3
I L’jm ev dp (rump)? o yey L slpdy = Her3[f -4 ¢l = env

Por tanto, las tensiones normales que el momento actuante produce sobre la seccidn son

w. & . wWa
0= T Y = T“_‘:i_\rsbuf o No-ﬂMO
Y teniendo en cuenta el valor de 6", obtenemos e

o<y<m tracciones

n< ¥Y<ZM compresiones

Por otrolado, el cortante W que actila sobre la seccidn circular es resistido por los es-
fuerzos tangenciales Ngy Y por las componentes horizontales de Ng.
La suma de todas las componentes horizontales de Ng a lo largo de toda la circunferencia

o " " WL su? 2wa "W
e R [t - T |

Las tesniones tangenciales seran por consigquiente

T W~ F < €q T espesor del alma=2.e
Y e, S = momento estdtico respecto al difmetro de la parte de

la seccidn separada por los puntos donde estd

. - m, 2
dicho momento estitico vale S: 2 j\rhe_r.pf,v_-w,,\r = 2ey2 [_ w!(]f = Zevtop

por tanto
. W-F Ze_\r‘_oir_ . W-F 'y y como v Nyo obtenemos
2¢e eny3 envy e
Nfg z (l - -L ) M que presenta valores nulos cuando = x 2—
e riy® LA y valores miximos cuando =0 ‘el

Finalmente, la componente Ny se obtiene en funcidn de la componente normal z de la accifn

en cada punto con la expresidn Ne , Np . ga
Re Ky
si la accién horizontal la produce una presidn dindmica de viento w, podemos tomar
2z~ W O Sm con lo que WA sy NpRp = —wRgRy stm®stn
Y @ e g KE o NpRe = —wlogy w0y
s

T W sem O <L T compresiones
Np: ~ wrstmyp — —= 2% f )
¥ Tr Ry Sm2G m<y@<2n tracciones
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METODOS GRAFICOS PARA EL CALCULO DE CUPULAS

METODO 1. (S6lo para carga vertical)

Es una construccifn gr&ifica para toda la clGpula.

Tras dividirla en anillos arbitrariamente (aqui se ha hecho con
anillos de igual &rea, para que sea siempre Q;=Q,=...) se colocan
los pesos de cada anillo (o 1la carga que actGe sobre &1, siempre
que sea vertical) en un poligono de fuerzas Y se van trazando las
paralelas a las tangentes a meridianos en los puntos de divisién tal
como se ve en la figura.

Asf se van obteniendo unas fuerzas H que se corresponden con

He 2nRy3mB. Ng. o8 = & Q=39; Pot oncwa DEL AARAUAD WNSMave
146
1
es decir, H es el conjunto (suma) de las componentes horizontales
de Ng para el paralelo considerado.
El incremento de H esti relacionado con N?

si crece, N es compresi6n
L " M ' P
2ty wmd 48 | si decrece es tracci6n
. i
Ne se obtiene de la expresi6n N Q
$° ko

METODO 2.

Aunque es un método ideado en Principio para cfipulas trianguladas
(léanse entonces los esfuerzos Ng ¥ N? como fuerzas directamente)
también puede utilizarse pPara membranas, con esto calcularfamos un
"gajo", y los verdaderos esfuerzos Ng y N‘fse obtendrfan dividiendo
estas fuerzas por cada ancho de tramo donde est&n aplicadas (para
las divisiones de la figura, Ny estarfa aplicada siempre sobre un
mismo ancho de meridiano My Ng 1irfa estando aplicada sobre an-
churas crecientes hacia el ecuador, en la medida que aumenta el ra-
dio del paralelo).

Colocadas sobre los nudos las fuerzas que actfian en cada trozo, es-
tas son equilibradas por los esfuerzos seglin meridiénos Yy las com-
ponentes horizontales R (Ra=OA, Rp=AB, R.=BC, etc.), 1la componente
horizontal R se descompone en cada paralelo en los esfuerzos N?

NGtese que al haber tomado aqui Q¢ igual al resto de las fuerzas, es como si ac-
tuara el doble de carga en el vértice superior (Qq ¥y su sim)étrica), por lo que,
comparativamente, la compresidn inicial Ry es mucho mis grande que lo que corres-
ponde a una membrana, y, por tanto, el resto de R; producen tracciones en los pa-
ralelos. El lector podri comprobar facilmente cémo tomando Q1 de valor mitad, apa-
rece exactamente la distribucidn de tensiones de 1la ciipula como membrana, siempre
que el dibujo sea lo suficientemente exacto.
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CILINDRO :

LAMINAS CILINDRICAS. CONDICIONES DE EQUILIBRIO

Podemos denominar cilindros, en general, a todas aquellas superficies en-

REcTA GENERATRIL gendradas por una curva que se mueve a lo largo de una recta generadora
era

(que, para mayor sencillez, supondremos horizontal), por lo que podemos
cukvy hablar de cilindros circulares, parab6licos, elfpticos, ...

Tomando como referencias las cotas x sobre el eje definido por la recta
generatriz y el &ngulo © que forma la normal en cada punto a la superfi-
cie con la vertical, y, llamando R al radio de curvatura en el punto de la
superficie que consideremos, tenemos completamente definida la geometria
\1/7 N+ e de la membrana con esos tres par&metros y variables x,0 y R.

Aislemos un elemento diferencial de la membrana de lados dx, ds = R.de

Sobre dichos lados actfian los esfuerzos por unidad de longitud Ny, Ng ¥
Nyg = Ngy (iguales para que haya equilibrio de momentos en el plano tangen-

Ny
N
*

3Npx as cial al punto de la l8Smina considerado). Sobre la superficie dx.ds actda
o= también una carga definida por sus tres componentes de tensién X (en la
,3_‘\'3 ds direccibn de dicho eje), Y (en la direccién normal a X Y en el plano tan-
gente) y Z (en la direccibn normal a la membrana) .

La componente normal s6lo puede ser equilibrada por los esfuerzos Ng con

= £ [4]

Y. por otro lado, expresando el equilibrio de fuerzas segln las otras dos
EQuiLpPrio  COMmMENYE NoRMay - direcciones de la carga obtenemos

lo que se obtiene Ng.

Ny .dx };g_+ %ﬁ:‘i‘_ + Y =0 (los signos positivos de Ng
R,

Z2.8x.ds
) = PNy . pIV +X =0
K. de ax 85

y de Ny indican tracciones)

¥

s R Ne. 3x Como consecuencia del isostatismo implicito de las membranas, tenemos tres
ecuaciones (derivadas directamente del equilibrio de fuerzas) con tres in-
cSgnitas, pues basta ir aplicando las ecuaciones escritas en el mismo orden
que lo hemos hecho para ir obteniendo consecutivamente Ng, Ngyx Y Nx.

P frROPIO: NIEVE : Las componentes de carga en funcién de cada tipo de accibn son:
Peso propio Nieve Accidn normal a la sup.
X:z=0 X:=0 X:=o
V: ve.cm® N %__swze Y:o0
2: ~¥t W Z: -9’0 2= P  (positiva si

es hacia afuera)




Aroq0

Ge t.e
- (en AL2apO)
X=0 = L
X 2
(— Ne vatwu cod §= ve ]
i Nex vatia conw T

sk

faRs @0
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LAMINA CILINDRICA CIRCULAR SOMETIDA AL PESO PROPIO

Teniendo en cuenta los valores de las componentes de carga del peso propio
obtenemos directamente aplicando la ecuacién (1)

Xz0 =
\: Fe s NO : - v R w6 valor que no depende de x, al
-~ o O : ; no hacerlo el peso propio

Recordando que ds=R.d®, la derivada respecto a s de Ng es
ANe . QN: : ¥e st

¥
Y, aplicando la ecuacibén (2) se obtiene

e 3 + éi:";‘ ~ =0 ¢ Nex: S-zp'ew&&x

Al-

" Ngg: - 28¢ xsm® + C,

si la l8mina posee unas condiciones de sustentacifn de modo que en el ori-
gen de x (para x=0) hay simetrfa, entonces debe ser Ngx = 0 en ese punto,
puesto que una parte no ejerce niguna accién tangencial sobre su simétrica,
por lo que, con dicho origen de x, C1=0, y queda

’M“ : - 2¥eX Sm\9] que depende linealmente de x
volviendo a derivar respecto a s y aplicando la ecuacién (3)
Mex L Weg . 2% o0 . e 27 L pnp -0
as R 2% R ax [

e, : Bt wm® 4y
8
esta otra constante de integracién tambi&n hay que determinarla seglin las
condiciones de borde (de apoyo, en este caso); si suponemos la l1l&mina, cue
es simétrica respecto a x =0, BI-APOYADA en los puntos x=% L/2, es decir,
con una sustentacifn en dichos puntos que impide la resistencia de Ny, cb-
tenemos xstk Mo w Q- ¥ o8

R

En la figura se han representado los diagramas de esfuerzos de N, en el
centro (x=0), donde tiene el valor m&ximo, de Nox en el apoyo (x=1% L/2)
donde también posee el valor miximo, y de Ng que es constante a lo largo
de x. Si dichos valores se observan en proyeccién (en alzado) se identifi-
can claramente con los esfuerzos ¥ Y ¥ de una viga sometida a flexién Y,
efectivamente, N, (:3@.€ ) varfa con el momento flector Y Ngx (= T-€) varia
con el cortante que producen las cargas.

‘ e L
: l\)‘ t - —— & (q = K‘) valor que varfa parab8licamente con 3¢
|
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LAMINA CILINDRICA COMO TUBO HUECO, EXPRESIONES GENERALES

Los resultados obtenidos en la p&gina anterior nos sugieren el estudio de
la 1l8mina cilfndrica circular como una viga sometida a unas solicitaciones
en funcibn de la carga; viga de seccibn circular de la que, una vez conoci-
da la expresibn de la inercia Y de sus momentos est&ticos, podemos obtener
las tensiones consecuencia de las solicitaciones.

En la seccibn de estos apuntes titulada "Accin horizontal sobre una mem-
brana de revolucién" se obtuvieron los valores de la inercia y del momento
estdtico de la seccibn circular completa y de un arco de la misma, respec-

tivamente I= en Rs S-= 28 st

recordando las expresiones que nos dan las tensiones normales Yy las tangen-
ciales en la seccibn ! T,
q = Lo T-= LS S
T d \ R o6 Te,
obtenemos como expresiones generales \‘<-2¢
ll\)x= Te : - ;—‘L g

© (v sigme sunds (Wpo2€] )

_E_Sm.s
nR

con las que podemos calcular los esfuerzos que aparecen en la l4mina cilfn-

FJQ‘ = t.e

drica circular con cualesquiera condiciones de apoyo o de continuidad, pues
basta calcular previamente las leyes de momentos (My) y de cortantes (Ty)
como en cualquier tipo de viga y aplicar las expresiones anteriores para la
obtencibén de los esfuerzos.

Como comprobacién respecto al caso anterior del peso propio, si sustituimos
My y T, por sus leyes correspondientes a una viga bi-apoyada de luz L y de
carga continua q=2N.RYe obtenemos valores idénticos

T,: —9x " Npe: ZZLEEX 5 . ~2vex s
= xt - 2
) ) e (o)

La teoria de la membrana se basa en que el régimen de esfuerzos considerados se mantiene
de forma continua en todos los puntos de la misma; es por ello que, si la l&mina cilindri-
ca circular sdlo fuera medio cilindro (8 variando entre -90° y +90°), por ejemplo, se se-
guirian utilizando las mismas expresiones que para el cilindro completo, ainadiendo unas
condiciones en los bordes que garanticen la ontinuidad en los mismos del régimen de mem-
brana. Por tanto, aungque el cilindro no sea completo, utilizaremos las mismas expresiones
siempre (derivadas de la seccién completa) Para la obtencién de esfuerzos .



MEMBRANA SEC. CIRCULAR -

Nx  Nex Ng Nyx  Nog Ng

%

VALORES PROMECTADDS

Los valores de la membrana y de la seccidn circular estin

a la misma escala relativa.

Los diagramas de la membrana podemos considerarlos validos has—
ta el valor de ©=90°, a partir de este punto (donde la ley de
cargas pasa a tener valores nulos) aparece una incompatibilidad
de deformaciones, debido a que no puede trabajar como viga sola-
mente medio cilindro y el otro no tener ningiin esfuerzo,

Los valores obtenidos como seccién circular merecen mejor apre-
ciacién en lo que respecta a Ny y Ng, cuando consideramos el ci-
lindro completo o casi completé_

Sin embargo, en este segundo caso tampoco los valores son del to-
do correctos puesto que, al no tener en cuenta la entrada de car~
gas en la seccifn, se obtiene el valor de Ng que se ve en el dia-~
grama, valor que no se corresponde con Z.R (equilibrio de la com-
ponente normal de carga), que en la mitad inferior deberia ser
nulo, lo que supondria una correccién total en los diagramas.

En realidad, como rara vez se superan los 90°en la construccidn
de ldminas cilindricas circulares, recomendamos la utilizacidn
de la teoria de la membrana, correcta hasta ese valor de @=90°,
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LAMINA CILINDRICA CIRCULAR SOMET]DA A LA ACCION DE LA NIEVE

En este caso la ley de cargas no es continua, pues tiene distintos valores
para la cara superior e inferior del cilindro

n X=o
Sl LUES - EA I o Jo]>2
2

LU 4 4

z0
<0
z=_%bo19 =0

Comparemos los resultados que se obtienen seglin la teorfa de la membrara Ve
como viga de seccibn circular.

TEORIA DE LA MEMBRANA

n
lel< % |n,=-\&m‘e o123 l"’s"’l
L R sl

x .
e x:0 a of y e Sommele

COMO VIGA DE SECCION CIRCULAR

R age 2 oo dedne A N ol 2R q

T,:-289 % M, = 2Rq (#‘-%‘)
E‘: -‘T—;mo:-z«-}‘im‘vl B=-%h9=--‘%§w0(€-xi
-3—';‘{_"-. _%wo sbade A awecon [2]
.a_::_e.= %wg,__}u“zo- «  Npg: @g[-%h—.@-‘. “'—:.‘}+C

Biende  Np:-gR (2peed T mesnuase )

e B0
o\ghanmarn, w26 2 s‘]

2
Np: SR [-5 w0+ T2 2 -2
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LAMINA CILINDRICA CIRCULAR SOMETIDA A LA ACCION DEL VIENTO

Consideramos aqui slamente el viento lateral (perpendicularmente al eje x) ,
Ya que longitudinalmente el viento produce succiones variables de dificil
determinacién e integracién, quiz&s también de menor importancia debido a
que puede ser contrarrestada por las acciones gravitatorias.
Transversalmente, el problema principal consiste en la determinacién correc-
ta de la accibn, ya que &sta depende del peralte de la b6veda, de la altura
de la pared situada debajo de ella Y de los edificios cercanos.
En la figura se comparan los valores que proporciona la MV-101, gue para sec
cibn rugosa viene a coincidir con la ley 2=0,4 w para >0 y 2=10,8 w.cos28
para ©< 0 (de puntos en la figura).
Sin embargo nosotros utilizaremos la ley

X=Y=0 Z=w,+ w.sen®
que parece ajustarse mis a los valores obtenidos en ensayos sobre modelos en
tineles aerodindmicos (en la figura se ha representado el caso en que w,=w/3)

Segfin la teorfa de 1la membrana, utilizando como siempre las expresiones (1),
(2) y (3) obenemos

2
Moo foa watn0) @] - [res: mween® | [ 557 (5-#)

(Paga Lamwia Blarosda e x= ¥1/z)

Veamos qué obtenemos en este caso obteniendo los esfuerzos como viga de sec-
¢ibn circular. En primer lugar hemos de sumar las componentes horizontales y
verticales de las cargas (para el tubo completo), para ver la ley de cargas

de la viga n n
g ‘i—=j (w,+wsw9§u~.9 ds = RI-ml.mei-"-"Z—e_""““ZO] = wnR
W <-n H -n
n 2 n
q : j (Wn*"‘" .W\-\Q) o ds = Kl Wadtmb 4 w___ﬂm 4 ] = o
v oJon Z -n —_

el valor nulo de dy podiamos haberlo intufdo por la simetrfa de la mitad su-
perior e inferior del tubo respecto a la distribucién del viento.
Las leyes de momentos y de cortantes son (ahora la flexi6n es lateral)

My = wnR(%"- ’f) Ty =-wWhR x

Utilizando las expresiones generales (pero poniendo 8' en vez de O, puesto
que la flexibn es lateral, la lfnea neutra es vertical y cambia el origen

de referencia de &ngulos) 9'=10"+06 @00'z - 5enm® send'= 8
M [} w 3 B [_l_ x* _ T 1
Ngs -5 @@= =70 (£ Nox = g #n8' = ~wx e

valores que coinciden Plenamente con los obtenidos con la teorfa de la rem-

brana, por tanto EL VIENTO EQUIVALE A UNA CARGA HORIZONTAL TOTAL UUTIRl
(~1 SE PUEDDNV \iL1ZgR  (aS EXMESIONES  CenJeRuleS  Para LM Invg W"TMNASI ({73 EJ.) PASSION DINaMICA
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LAMINAS CILINDRICAS DE DIRECTRIZ CUALQUIERA

la clave permite expresar conjuntamente las siguientes directrices:

La expresién donde R, es el radio de curvatura en

- circulo n=0
—-cicloide n=1
~ catenaria n=-2
- parédbola n=-3

Yy las curvas intermedias que resultan de dar otros valores a n.
Aplicando, como siempre, las ecuaciones (1), (2) y (3) del equilibrio de
las membrnas cilindricas obtenemos (para l&minas bi-apoyadas en los pun-

_+
tos x=- L/2 ) PESO PROPIO Ng: - ¥€ Ro &g

Nex = ~ (m+2) ¥e X sm®

Nx=

- a——

2z R,

my2 ¥E m""'\(t-l Kz)

NIEVE

El viento no podemos plantearlo en general puesto que la ley de variacién
del mismo serfa distinta para cada tipo de superficie.

Por otro lado, tampoco podemos Plantear el uso de expresiones generales en

funcibn de My y de Tx puesto que no podemos obtener los valores de I y de S
si las curvas no son cerradas.

Observando los diagramas de esfuerzos representados al margen (N5 como esfuerzo de carga
sobre las vigas de borde y Ny como consecuencia de la transmisidn de cargas mediante fle-
xién en la direccidn x) observamos que, en el caso del peso propio, la bdveda circular con
© < 90° descarga sobre las vigas de borde una parte del peso propio tanto menor cuanto ma-
yor es 8, hasta hacerse nula dicha descarga cuando ©=90°. Si la directriz es una catena-
ria, el peso propio viene transmitido totalmente a las vigas de borde, sin que exista el
mecanismo de flexidn. Si es una pardbola, los anillos de la bdvedatransmiten a la viga de
borde esfuerzos Ng mayores que el peso de la bdveda y el mecanismo de flexidn trabaja "al
revés" compensando la diferencia. Al igual que ocurria con la catenaria y el peso propio,
OCurre también con la pardbola Y la nieve (en ambos casos nos encontramos con la curva an-
tifunicular de la carga) que los anillos transmiten todo el peso a las vigas de borde y

no hay flexién en la direccién de x.
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CONDICIONES DE BORDE EN LAMINAS CILINDRICAS

Las vigas de borde deberfan tener la finalidad de sustituir a las partes de
la b6veda que se suponen suprimidas, es decir, deben ejercer sobre los bor-
des las mismas reacciones que producirfa el resto de la l8mina si fuera con-
tinua. Habrfa que cuidar las proporciones de las vigas respecto a la béveda
para que se deformaran de forma conjunta y se mantenga el régimen estdtico
previsto.

Est8n cargadas, por tanto, las vigas de borde con los esfuerzos Ng (cue

le producen una flexibn, es decir, un HV Yy un Tv) Y con los esfuerzos Kox
(que le producen un régimen de Ny) .

Ne constituye una carga uniformememte repartida, con lo que

T, =+Ng - X ‘Mv- Ne-(%t-%_})l

para viga de borde biapoyada en los puntos x=1%1 L/2
Ngy suele variar a lo largo de x, con lo que

Particularizando el valor de los esfuerzos en cada caso, obtendremos las so-
licitaciones de la viga de borde. Por ejemplo, para la l&mina cilfndrica cir-
cular sometida al peso propio, se ontiene

Ng:- ¥R @6 T,z - ¥ekx @b cortantes
L2
Nggz ~27e % 3B My=s — 3’&2‘3 Y] (r, - ) momentos flectores
T .
L o—x? tracciones
N\l = Y& swm® ( v )

Ty varfa con Ty, My Yy Ny varfan ambos parab6licamente, con My, .

Los timpanos (que pueden estar constituidos por una pared llena o reticular,
o también por un arco) s6lo reaccionan ante los esfuerzos Ngy.

En el caso de l&minas contfnuas o posibles empotramientos, se equilibrarfan
ademis los esfuerzos Ny ).



- compresiones
%. cordones.

traccién del corddn inferior

Cerchas en
los testeros

Mitad izquierda

GRAFICA.

CONSTRUCCION

EQUILIBRIO INTERNO
DE FUERZAS.

BYD3ISD pe3Ty

138

LAMINA CILINDRICA TRIANGULADA, METODO GRAFICO

Se supone que la b6veda semicilfndrica esti for-
mada por un conjunto de vigas trianguladas biapo-
yadas (también podrfan ser contfnuas) cargadas ca-
da una de ellas con las fuerzas 1', 2', 3'y 4,
seglin su inclinacibn; fuerzas de inmediata obten-
cibn grédfica, que serdn transmitidas mediante fle-
xifn en las vigas hasta los apoyos de los testeros.
Los cordones de dichas vigas son compartidos, es
decir, el comrimido superior de una viga es el trac
cionado inferior de la inmediata superior; al com-
poner los esfuerzos en los cordones mediante suma
de los esfuerzos que le proporcionan ambas vigas a
las que pertenece, se obtiene un diagrama de com-
presiones similar a la ley de Ny de las membranas,
Y una traccién en el Gltimo cord6n equivalente al
esfuerzo N, que tendrfa la viga de borde de la mem-
brana.

El cortante (equivalente a los Ngx de la membrana)
es resistido por las triangulaciones intermedias Yy

es proporcional en cada viga a 1', 2', etc.
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ECUACION GENERAL DE EQUILIBRIO DE UNA MEMBRANA

Supongamos una membrana cualquiera definida en ejes 0OX, 0Y, OZ por la ecua-
cibn de su superficie media: z=2z(x,y)

Si aislamos un elemento diferencial de la misma de lados dsy, dsz, sobre ellos
actfian los esfuerzos por unidad de longitud Njp, N2 vy Ny, =N31 (los esfuerzos
tangenciales son iguales para que haya equilibrio de momentos localmente).
Para simplificar el problema nos interesa trabajar sobre la proyeccién del
elemento diferencial sobre el plano OXY (de lados dx, dy), ya que descompon-
dremos la fuerza F.dsj).ds2 que actfia sobre el elemento de la membrana en la
suma de tres componentes segfin los ejes coordenados X.dx.dy, Y.dx.dy, Z.dx.dy
Obtengamos primero los esfuerzos equivalentes en proyeccién:

(N, as, %1=(Mx-41) (NZ.AZS,‘\)%:(N\].&)() (NR.JSO:—; < Ny &
buetdA Prapuciod fI8 EL ESVuo

ARBL En b fom0 WORTRTEL
M oev B Sweeccon X

- en PrReccn .

ds, = &,‘z+(%!"dlx\)z ds, e\l & -){ Jj) CON (0 GUE ORTDWMOS:

§ll+(
\’|+ };)

ecuaciones que ligan los esfuerzos proyeccibn con los reales.

N ® Ny

Para comprobar el equilibrio en la direccifn X los hacemos sobre la proyec-

cibn: . 3 [ o w N
Mx Taglax 4 X Aw by = LA R =0
(hﬂx&\‘-r ™ 1);( Xx~| 0 n. 1+X 1)
primerea ecuacifn de equilibrio; andlogamente ) ‘W” +Y=o0 [z]

Para comprobar el equilibrio en la direccién Z lo hacemos con las componen-
tes verticales de los esfuerzos:

Wy Y (é_m) 4 RN TP AN 3
(&x&x) 1 Ty M) &x+(>1&’(>§1 tyr Zoddy=o

SIMPLIFICaNDO 3z S g
Ax(N‘ax"—M“ﬁﬁ)*'X{(M“lq M13)+ZO

esta iltima ecuacibn también puede escribirse asf:

2
Nx‘ ﬁ+zui1a‘1:—Z+X§§+q;—ﬂ[3]

CUAVAWM rvaTvRa COMIONENTES DE C4RG4

Seoun X SEGun Y [(;"E“:TL:;AEO
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COMPONENTES DE CARGA

Veamos el valor de cada una de las componentes X,Y,Z de carga que hemos uti-
lizado antes en el equilibrio en funcién del tipo de carga.

- SOBRECARGA DE NIEVE: directamente X0 Y=0 2=9

- PESO PROPIO: también son nulas las componentes X e ¥; la componente verti-

cal la determinamos mediante Z.~¢9x-¢91 : P 151_&%
REWRDANYO : _ 2 7 ) 2 N 2 0 410 BE 36
&31-\‘41“(:;&,‘3 ds,- \lLl J\s‘L‘a.,\ DESPRECONIO & TERNI
b8 :

0 =0 2= 32 2 Ai 2

X Y P \]4+ ix) * [3‘1)

= VIENTO O PRESION HIDROSTATICA (NORMALES A LA SUPERFICIE). Vamos a conside-
rarla 'hacia afuera' (succién en el caso de viento). Proyectando dos veces
en planos paralelos a XZ e YZ se obtiene

- & ¢ dx
Xdxdy = (w e E)as1asL

&&:( iq_"_ﬁb. &s, 4s
Taxdy “ a5 asz\ e

2 dxdy.fw 8% 81\ 4s 45
1 (w&sq &s,_) e

oy © QR OBRINEMOS  SIMPLIFICONDO :

Xz w)i bE w Z2-~Ww

CASOS PARTICULARES

Segin la geometrfa de la limina Y su comportamiento estructural, podemos des-
tacar varios casos.

~ ESTADO PLANO (vigas pared, vigas,...) . Condicién: 2& . 22.,

ax 2

Consecuencias: N =Nx <W-1_ —X (el problema es hiperestitico porque
MZ:N‘ 3" falta una ecuacién; hay que acudir a
ANy 5 ‘\”’1 la ecuacidén de compatibilidad:
34 3x V* (Retny)zo0 0 een (.\ 1+3— )( N
~ CATENARIAS O FUNICULARES. Condiciones: NNy, =0 32 -
Consecuencias: Ng= N,‘.1 =Q My

. migoe =0 ';llsd‘o;

Aax
T e e e
Ny = A FrAL A"
1 W '*(41) & o m‘ml(ﬁ)k‘u‘d’“
a
1

N_:~2+ \'Ai
" y Pt o ot (gt Fins -
L ewaddn & % wlivonia el o
- LAMINAS-VIGA. Condicién: 2Z-0 i (

, 2 T ey
Consecuencias: Ny 3Nk .w,‘: X
Nz e Bran ay T e Wea
H‘(sﬁ)
a;"l..r 3:—1 = ‘\I
= 1
N - N \f a b
2= M “'(a-\) P2 2

= - —!4 ] i
N\1:? 2+‘(¥1 []un FumiCulak,
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PARAEOLO IDE HIPERBOLICO EQUILATERO

Es una de las superficie m&s fScilmente resolubles por su sencilla integra-
cibén. Dispuesta segin se indica en la figura respecto a los ejes coordenados
tiene por ecuacién z=-xy/c, donde c= a'2/h (vemos que para x=cte. o y=cte.
la superficie estd formada por una haz de rectas, es una superficie reglada)
Las sucesivas derivadas de z son:

2 V2 1

2.4 3E . X 2 .22 0 = - =

w T N C aE T Ty axdy c
Las ecuaciones de transformacién quedan de la forma:
\lcl_‘ 2 ) \i Chixt R

N N IS Ny Ny =T Nu.""q

VT e Veree

- SOBRECARGA DE NIEVE X:0 4s0 2= g

R L 37 2wedonm & w&: R dan laangs : Ml?.: M‘1=Ei

1 i( L 9 2-&, o= bowks, Lifns,

25fuenz MAunete, l\J,‘=N.‘=0 N M|= Mz_:O

vemos que la membrana estd en un estado tangencial puro (tensor hiperb6lico)
Si la hubié&semos expresado en funcién de unos ejes OX', OY' girados 45° res-
pecto a los anteriores (direcciones de mixima curvatura), hubi&ramos obteni-
do la expresién z=—(x'2—y'2L/VEc y al integrar habrfamos obtenido Ni2=0,
Ni==qc/2, Ni==-qc/2, correspondientes a las direcciones principales de trac-
cibn y compresi6n respectivamente. Es decir, las direcciones de curvatura po
sitiva o cbrcavas hacia arriba, se comportan como cables a traccién, las di-
recciones convexas hacia arriba, como arcos a compresién.
Sobre los bordes se van produciendo una acumulacién de esfuerzos que deber
ser resistidos mediante piezas (o armaduras) a traccién o a compresifn, de-

pandiendo del modo en que unamos varios paraboloides para formar otras es-
tructuras.

- PESO PROPIO  X:0 Yo 2= & \[T*‘IT*T"

Aunque de integracién algo menos sencilla, se obtiene:

P
N = N,(~1= 7 xtqtec?

Nyz ~ % h| ' X "_AE“*I_’*“

\l |11+cl.
i»rj‘—-l APLcanSo eSS  ECuBClaaFs  DE
Ny= — % x &y ¥ Uty TRgnsTorraCion)  TOAEMOs Ny o N

\ix"ﬂ.’-
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LAMINA CILINDRICA
0 .
l "X Como uno de los casos de ldminas-viga, vamos a resolver la membrana de direc-
e %_ \ ZL_ e triz circular. Vamos a expresar todo en funcién del &ngulo G .
2 La ecuacibn de la directriz y las derivadas de z son:
2z R(1- w @) :_z co
Y= R sm® a;‘ s o
. == = sowP e -
L) w d(f‘hw a\l k A‘] i’
!
oo 2 ST
« M W' N Ro’e
Las ecuaciones de transformacifn son:
N
N Ny = B = N w N, = I\J\l\'l#‘le = 10 "';z*"’x\'
* I+'|:f'9 @

- NIEVE
X=0 -0 £:=% APLiceno B T guscn BE EQMLISRYO

N‘Iglﬁpz‘q’ v [Ng= - 3R w%p
o .

- N
ALcang b SEGUMDA  ECUAnAY DE EGVILVGRW (T“: Festitmia -—“‘)

v ——
- - - SNguz = 2e. ?
”’1 B j—l,ngzo ﬂx WWM %ud '\)‘1_0 r,' X_O Nﬂ-N-\] I.S 45“4 ®.

ARucdo O fLMED ECUAMON  DE B0VMBRIO (Ve switthin %;J)

2
N)(= j 31% %z_;_ dx \“M X= i’:‘?:- 1\1,‘:0 n qu —-I.Sqﬂgzi (%—Xz)

TN

A

RS

~w

= PESO PROPIO 2 P
z =0 2 2 —
X=0 Y Z:f +H e bt

Oppando DL MgMe MOSO  GUE  ANTES 3€  OSTIEwE :

La interpretacién de los resultados puede verse en las figuras.

Aunque sélo se ha representado hasta © =90°
del angulo. Hay que tener mucho en cuenta la:
que haya equilibrio. Por ejemplo, para el ca
en la figura), &sta se compo
ni nervio entre apoyos,

, las formulas son vilidas Para cualquier valor
S acciones que son necesarias en los bordes para
S0 de la limina semicilindrica (la representada
rta como una viga completamente, sin necesidad de nigun tirante
con sélo la carga de nieve; sin embargo, con el peso propio, necesi-
ta unos tirantes de apoyo a apoyo que vayan resistiendo la acumulacién de esfuerzos tangen-
ciales. Si la 1amina terminara con un borde para B<90% haria ademis falta una viga de apoyo
a apoyo en cada borde lateral para resistir los empujes N, que no serian nulos en el borde.

A0



